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производственных программ, при которых максимальное отклонение по
отношению ко всем критериям оптимальности является меньшим, чем в
случае «оптимальной компромиссной программы».

В дальнейшем нужно предусмотреть расширение модели в смысле по
строения многогранной модели игры, которой было бы охвачено в конце
концов все множество допустимых (2) и (3) решений. Такое расширение,
естественно, пмеет смысл только в том случае, если одновременно найдены
возможности, которые позволяют вновь сократить это MHOHtecTBO таким
образом, чтобы прпипмались во випмапие лишь те точки решения, кото
рые, по всей вероятностп, будут влиять на оптимальную смешанную стра
тегию. Эта постановка задачи должна быть предметом дальнейших иссле
дований.

Если только принимается во впиманпе небольшое число критериев,
расш^епие может произойтп па основе взаимосвязи субоптимальных ре
шений, соответствующих различным критериям. Эти субоптимальные ре
шения будут все равно получены при вычислениях симплекс-методом.
Матрица G* в этом случае пе является квадратной, однако она по-прежне
му не обладает седловой точкой. Может случиться, что в качестве опти-
мальпоп стратегии 1-го игрока получится чистая стратегия, т. е. одно из
этих субоптимальных решений. Дальнейшая
опирается на взапмосвязь имеющихся многократных решений, соответ
ствующих единичным оптимизациям. Здесь матрица G* также не являет
ся квадратной.

При практическом проведении вычислений следует
ли сокращать ооъем вьгшслптельиых операций. На практике при оптими
зации производственных программ имеется едва ли более четырех пли пя
ти критериев, которые одновременно нужно учесть, поэтому названные

расширения (учет субоптпмальных векторов решений пли
многократных решений) не могут привести к значительному увеличенше
объема вычпслптельных операций.

Этот вывод, безусловно, может

возможность расширения

оценивать, нужно

возмояшости

использоваться, тогда численное реше
ние матричной игры может проводиться, например, симплекс-методом.
При четырех пли пяти критериях могут
еше мпогие субоптпмальпые решения.

Использовать возможности

использоваться, таким образом.

расширения следует только в том случае,
если для других критериев также имеются различные субоптимальные  ре
шения подходящих численных значепт’х.
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Рассмотрпм следующую модель обмена. Пусть имеется лг предпрпнЕ-
магелеп Аи Ла, ..., Ат, владеющих продуктами Bi, Лг, .. ■, Будем счи-

предпринпматель Ai владеет этпмп продуктамп в количества.
Вступая в обменные соглашения, предприниматель

продуктов в некоторых количествах щ— (уп, ●●●
ассортиментного набора Уг пред-

тать, что
Рг1, р{2? ● ■ ● , pin-
итоге будет иметь
●●чУгп). Предпололшм, что количество
прпниматель А{ оценивает значением функционала.

п
(1)

/г(Уг)= S
i=i

предпринимателя Ai ассортиментные
на-

Ясно, что все возможные для  ^«„тттт«ттттт
боры jr i должны удовлетворять бюджетному р<

(2)
2 Viopj <

ii

если цены на продукты равны ™ ^'’рп) называется равновес-
0 п р е д о л е п и 0. - ̂бо^ы y. Kolopue, во-первых, мапси-

ным вектором цен, если I во-вторых, такие, что
мизируют fi{yi) при ограничениях { i

/= 1,2 п. (3)
.2 УН = Pi = 3 P»i

предложения па все про

при некоторых естественных
пх свойства исследуются.

пспроса
Равенство (3) — условпе равенства
дукты.

В настоящей работе и
условиях равновесные цены сущ сводится к частному сл^аю

Предложенная модель, воо щ ^ результаты упомянутой раооты
модели, рассмотренной в япказательстве существования равновесия в
могут быть использованы пппменяется существенно другой спосоо
предлагаемой модели. В даемся может иметь самостоятельный пн-
доказательства, который, мы м ,

экономическая модель, содержа-
в количествах

. , Вп

терес.
В [2], а тайке [3], Р» владеющих деньгами

щая т покупателей ль покупателям продукты Bi, В2, . .
Ci, .. . , Cm, И pbiHOK, Ир Д Предполагалось, что покупатель Ai
в количествах 61, ● ● ●’/Г опушает значением функционала (1). Вво-

onpe^He^H^VpaBHraecHbix цеп р - цеп, при которых существуютдилось
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наборы ыаксимпзпрующпс фушщпопалы (1) при бюджетном ограппче-

Ci ц удовлетворяющие условию равенства спроса п пред-3 Уг^Рз ^НИИ

3

лонхенпя 2 y^j — Pi' При условии, что в любом столбце и любой строке
i

матрицы {aij} есть хотя бы один ненулевой элемент, в [2] доказана тео
рема существования п единственности равновесных цен. Прн этом получен,
на наш взгляд, очень интересный результат, утверждающий, что равновес

ные наборы i/i макспмизируют функционал F{y) = 2  2 СЦзУгЗ
i  ' 3

При ограничениях уц ^ 0,2 У'^з — Рз> а равновесные цены р = (^i, . ..

. ● ., рп) определяются равенствами Рз— ^щ- Последнее условие озна¬
чает, по существу, что цены р = (pi, ..,, рп) являются лаграижевыми
множнтелямп, соответствующими в этой задаче максимизации ограниче

ниям 2 Ун — Рз- Смысл этой теоремы в следующем: хотя при любых

заданных цепах каждый покупатель стремится максимизировать лишь
свою функцию полезпости, ориентируясь только па свое бюджетное огра
ничение, в положении рыпочного равновесия покупки всех покупателей
максимизируют общий критерий F{y). Идея этой работы существенно ис
пользована в Teopeaie о существовании равновесных цеп в нашей модели.

Будем считать, что предложенная модель обмена удовлетворяет
дующим условиям.

Условие 1. В каждом столбце и каоюдой строке матриц А — {ctij},
В = {Pij} есть хотя бы один ненулевой элемент.

Условие 2. Для любых двух индексов ii, 12 (1 н, h  ^ найдутся
последовательности индексов (lj^i/^'иг), /1, .. ● ,/p+i ^

^  н), такие, что будут выполнены неравенства

сле-

Рг,з, о, (4)р+1

Легко убедиться в том, что условие 2 эквивалентно неразложимости
матрицы С — ВА", имеющей порядок т X т. Это условие допускает на
глядную иптериретацию: для любых двух предпринимателей Ац, Ai, най
дется последовательность «соединяющих» их предпринимателей
Aii’, ● ● ● , Aip, Ай, такая, что если взять в этой цепи двух подряд идущих
предпринимателей, то окажется, что первый из них обладает некоторым
продуктом, который полезен второму. Поэтому условие 2 имеет смысл
называть условием связности множества предпринимателей.

Введем обозпаченпе т{С)—максимальное число попарно пепересе-
кающихся замкнутых собственных подмножеств (подмно
жество I называется замкнутым, если Сг,й = О при н<^1, Анало¬
гичный смысл имеет r(Z>), где D = В*А

Справедлива следующая лемма.
Лемма. Пусть имеет место условие 1. Тогда г{С) — r{D).
Прежде чем доказывать лемму, отметим, что при выполпеипп уело

ВИЯ 2 г {С) =0. Поэтому, согласно лемме, в таком случае r{D) == ’ ^
матрица D неразложима. Поскольку свойство псразложпмоотп ма р
D естественно назвать свойством связности множества продуктов, то,

Ai«и

п'Ап.матрица порядка
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КИМ образом, связность множества предпринимателей эквивалентна связ
ности множества продуктов. Этот факт представляет интерес по следую
щей прпчпне; в условия доказываемой ниже основной теоремы включены
условия 1 п 2, но можно было бы доказать утверждение этой теоремы,

условие 2 условием неразложимости матрицы D. Из изложенно
го выше ясно, что нового результата при этом не получилось бы.

лемм ы. Очевидно, что достаточно доказать
хотя бы одно пз чисел г {С), r{D) отлхгчно

заменив

Доказательство
лемму в предположении,
от нуля. Пусть, например, т{С) ^ 1. Согласно определению г {С) най
дутся подмножества /s, множества такие,
что Is = Л при Si =7^ S2, Ci^i, = о при i’l 6 Is, Is- Ооозначпм
7, = {/|p,/>0 при некотором i6/J. Согласно условию 1 мнон«ества
Л ¥= Л.

Докажем, что Is, ПI

что

= л при Si ф S2. Пусть это не так. Тогда най
дутся индексы ii^Is,, jo, такие, что Pi,je > 0, >-0. Согласно
условию 1 по индексу jo найдется индекс ю, такой, что aioj. >
равенств > о, > 0 и замкнутости множества 4. следует что
i eis и точно так же го б 4, что противоречит условию —Л-

Докажем, что подмножества Л замкнуты. В противном cj^ae для
некоторого индекса so найдутся индексы /ь J2, lo, такие, что л б Iso, П ^ 1^

екоторого д Поскольку Д б то р.-.,-, > 0 для некоторого индекса
еТ иГнеравенств Рг,., > 0, > 0 и замкнутое^ множества I
^  т1тп7лР7. Но Pi 1. > о, следовательно, /2 6 Ло  — противоречие.

‘"''Хак множеств iks<'r{C) представляют собой один из набо-
„ОВ попщно nepeceKai04.LXCH замкнутых подмножеств множества {; 11 <

7 ^ п). Согласно определению числа r{D)r{D) ^ г(С) ^ 1.
^ П^кольку riD) ^ 1, то, проведя совершенно аналогичные рассужде-

Поскольку ^1. Отсюда r{C)=r{D). Лемма до-

S2

So

нпя, получим

”Г„».
● Д»““ f"—“■ —

ционал т
(5)й(р)1члы

при ограничениях уц т
(6)т

2!/«= Р; = S Р->г=1
г=1

являются одновре

ограничениям

. . , рп
= 2'pijPj- числа pi, .

множителями, соответствующими
j=l

Здесь Сг'р)

лаграижевымименно
(6),т. е. (7)

dF-р еелп
п—У1 об-

Прнмечапне. Таким^бра-м

llix ioiiax. Равновеспь о лагранжевьши множителями д
критерия (5) эти цены ока
(10).

методы, 3математические6  Экономика и
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Доказательство теоремы. Рассмотрим {п — 1)-мерный снмп-
лекс S в тг-мерном пространстве, определяемый условпями

п

●S PiPj — (8)
j=i

Для любого фиксированного вектора р ^ S определим множество
п

Нр) = Cf(p)= 2 0}. Это множество непусто, так как в
3=1

каждом столбце матрицы В есть хотя бы один ненулевой элемент. Опре
делим функцию Fp{y) равенством

Рр{у)= Sci(p)ln/i(yj),

где у = 1 Пусть Y{p)
м

м
ума функции Fp{y) в области:

(9)

ножество точек макси-

)S (10)
f6i(p)

Это множество непусто, так как в каждой строке матрицы А есть хотя
бы один ненулевой элемент. При этом в любой точке множества Г(р)
fi{yi) >0. Пусть у{р) —любая точка лшожества Y{p). Поскольку

(у) выпуклая вверх функция у и область, задаваемая ограничения
ми (10), выпукла, то согласно теореме Куна — Таккера существует w-мер-
ный вектор я = (-/61,.,., я„), такой, что

п

(^)4-3^i(Pj— S yij)^Fp(y{p))=^maxFp{y)
3=1 iGl(p)

F (И)p

для любого вектора у с неотрицательными компонентамп. Верно п обрат
ное: существование вектора я достаточно для того, чтобы у{р) был точ
кой максимума функции .fp (у) в области (10). Из равенства (11) и фор
мулы (9) непосредственно следует, что

dFp(y) dFp{y)
если yij{p) > 0.7tj ■

dyij духзy=V(.P) у=у{р)

(12)
Поэтому

n n
dFp{y{p)) Ci (p)aij2 ЩУгд ip) — S УгЛр) — 2 Уа{р) Ci{p). (13)дУгз (P) /i(Pi(P))i=i

Ho
n n n

3  3 ●’Ij 3 УгЛР)=^ЩН
гбЦр) j=i i=l f67(p) 5=1

c другой стороны
m n m n

3  = 3 Ci(p)= 3 Pi 3 = 3 piPi = 1;
iei(p) 7 = 1 5=1 i=i
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следовательно
п

Таким образом, вектор n^S. Пусть (2{р) — лшожество векторов л,
удовлетворяющих неравенству (11) для некоторого,  а значит и для всех
у{р)-

Из изложенного выше следует, что Q{p)—подмножество сшшлекса
S: Очевидно также, что Q{p) — выпуклое, замхшутое множество.

Покажем что это отображение полуиепрерывио сверху. Действитель
но пусть р'-б^, я'’б(2(р'’). Отметим прежде всего, что
7(р°) б /(р'’) при всех достаточно больших v. Неравенство (11) при р — р''
принимает вид

п

3»«(р'’)1п/г(Р2')+Ci : \
гбДр'')3=1г6 Др'’)

(14)2 Ci{p'')hifi{yi{p''))
гбДр'’)

при всех уа
В этом неравенстве

 у.у:^0 где числа yij^ таковы, что yij
Выбрав при i6/(p“) Уг: такими,

иметь

О приСг(р") Положим при г$/(р°)
О О и Ci(p'’) In/г (Рг'’)

чтобы /г(рг)>0, будеМ

п

S у^з) =2 л/ ̂  pj2 Сг(р'’)1п/г(Рг) + 2j
'-гбДр'’)

(p®)ln/i(pi)"bъ Ci

lim
чб/(?'●)

V-^+00

S
чбДр®)j=iieKp") (15)

неравенство (14), получимТогда, используя

lim
ч€]'(р®)

2 Ci{p-)^
2 сДр'’) In/г (Pi (р^))> — оо,

nfi{yi{P'^))>
^  ' V-H-0O i6l(pv)

(16)

так как

i(pv)ln/i(j/i(pn)<0lim Ci
v-^-Н»

■GT(o^)c (p'^)-^Ci{p^) согласно (16) при этих
^  ̂ и всех достаточнонекоторого фиксированного бПоскольку при

i МуЛр'")) ^ 6 > ̂  21^„ств
больших V. в силу неравенств

2i6/(p“)Pij(P'')> О’ 4€/(pv)\I(p'^г6Др“)

-}-oo, такую, чтоность Vs
выбрать последовательможно 2  ̂

lim Рчз(р'’0 = У^‘^‘^^’ if-niA
V.-*■+<»s i6/(p«),

6*
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Ит 2 Ci(P'’)ln/i{i/i{P''))= Ит 2 Ci(p^)ln/i ) =
V  («СО л.

S ~ г€/(р®)

= 2 Ci{pO)ln/i(^i).
t€J(p")

v^-+oo гб/(р°)

Положим

?/{; при всех за исключением какого-нибудь одного индекса i

Уа при i = Iq.
i

о
yif=

ei (p'’)Vo

Очевидно, что ^ i/ij ^ О и 2 Pii=Pj- Из неравенств (14)
i£/(p“)

(16) получим, ЧТО ifiiiji) — неубывающие функции)

и

п

2 с,-(ро)1пЛ(уо+Sv (р 2 Ро)< S Ci(pO)ln/,(yiO).5 —

I6/(p“) 3=1 j6/(p«) 161(p“)

Отсюда следует, что ?/i° максимизируют -Fp“(y)

= (л1®, ..., Лп®) есть соответствующий вектор

при ограничениях
олУн ^ О 2 z/ij = р и

<е/(рв)
лаграпжевых множителей. Итак, л° 6 0(Р®), что и требовалось доказать.

Таким образом, построенное нами точечно-множественное отображе
ние симплекса S в себя удовлетворяет всем условиям теоремы Какутанп

п .

SpjPj — 1»о неподвижной точке *. Поэтому существует вектор  р ^ О,
j=i

такой, что р б (?(р). Более подробно существует мнон^ество 1{р) и вектор
У — {piiti б/(р), 1 ^п}, такие, что

п

S PijPi = Сг{р) = 0 при гФ7(р); 2  — Рй (17)
i=i ie/(p)

dF- с, (р) ац
(18)

y=t/

Ci(p)aij
Ун > 0;

Предположим, что ьгаожество /i = {i|l ^ i ^ ттг} \/(р) непусто.
Согласно условию связности множества покупателей (условие 2), для лю
бого разбиения мнонщства {i|l ^ г на два непересекающихся под¬
множества (в нашем случае это множества h, /(р)) найдется пара шхдек-

Pi== если
fiiyi) ’

* Здесь можно было бы сослаться на теорему Брауэра о неподвижной точке, так
как, используя результаты [2], легко показать фактическую однозначность построен
ного отображения и тем самым, в силу установленного выше свойства ^
сти» отображения, его обычную непрерывность. В приведенную схему
укладывается доказательство теоремы существования  в формулируемом нпж
общем нелинейном случае, где мы не располагаем соответствующим свопстзначности.
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СОВ, принадлежащих этим множествам таких, что для
п

(р) — 2некоторого индекса f Oi-2j»>0. Поскольку

то pj, = О, и тогда согласно неравенству (18) Ci^{p) = О, что противоре
чит определению множества 1{р). Итак, 1{р) = {i[l  г ^ ?n.}.

Отсюда, в частности, следует, что поскольку в каждом столбце матрп-
цы есть хотя бы один ненулевой элемент, то согласно (18) pj > О при
всех индексах /. Далее, аналогично (13), показывается, что

а
3=1

7171

— ,2 Pi^ih (19)
j=ij=i

Но если записать (18) в виде

Ctiio Otj
(20)yiio ^ о,—— = max —

Рзй Рз
при

п

ассортиментный набор yi макспмизируету,-(1/^) =то видно, что
j=i

множестве наборов у,-, удовлетворяющих бюджетному ограничению
редпринимателя в цепах р.
^ Теорема полностью доказана.

Отметим, что аналогичное утверждение справедливо  в более общем слу-
fi (Уг) ^ о — непрерывные, убывающие, вьшуклые вверх икогда

на
п

ошородные первой степени функции аргументов yi. Только та часть усло
вий которая была связана с матрицей Л, формулируется теперь так: опре
делим числа aijiyi) формулой

/t (Уг1> ● ● ● 1 ?/-ij Н“ . J Угтг) fi{yii ● ; Уд ● ● » » Угп)l 7 ● ●

h

множества /о =1) если / — некоторое собственное подмножество
=L ^ заданы числа Ptj ^ 0 (г б /, 1 ^ < ?г), удовлетво-

то найдутся индексы2^/ij= fi(yi)>0 (г б/),ряющие условиям
7бГ

6 /, 1 ^ ^ для которых р,-.,- > о, (yjj > 0; 2) еслиii б /о \ /, h
т

1 ^ j ^п) удовлетворяют условиям '^ Уи =^ т.
7=1

столбце матрицы А (у) = {а,-Д^г)}к^,^п; i^Kmто в каждом

есть хотя бы ®^™^®^дрдазывТется так же, как и приведенная выше тео-
Это утвержд№ Д способе доказательства соотношения (13), по-
,а. Отличие пользоваться неравенстваш! (12). Именно неравен-рема

скольку уже нельзя
ство (И) можно записать в виде.

2  2^i< 'Z' a{P)^^fi(yi(P))'2 Ci{p)lnfi{yi) i^HP)iGl{p) 3i^HP)

2 2^jy^j(p) ■>
»ej(p) j

I
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при всех ji ij ^ 0. Отсюда

Ci(p)ln/i(yi)— Зад^1<сир)1и/г(г/г(р))— S^j(p):
i 3

(21)

при Bcex iGJ(p). Положим в этом неравенстве уц= (1 + ̂ )l/ij(p), где
Я > —1. Используя однородность функции/^(Уг), получим

1п{1+ x)ci{p)—я 2ад^ИрХ0-
i

Поскольку это неравенство справедливо для всех — 1, то отсюда
легко следует требуемое соотпошенпе

Ci[p)= 2ади(р) (22)
3

Укая-гем также, что после того как доказано в этом случае суп^ество-
ванпе вектора цен p^Q{p), утвержденнс, что набор ух максимизирует
fi{yi) при бюджетном ограиичеипп, легко выводится из перавенств (21),
(22) при р = п = р.

Нам кажется, что было бы интересно попытаться дать математиче
скую модель, сколько-нибудь реально описывающую динамику выработ
ки равновесных обменных цен, в предположеппп, что прсдпршгаматели,
многократно встречаясь друг с другом (случайньпм образом пли используя
какую-либо информацию о свопх партнерах), вступают в парные согла
шения о ценах, по которым они согласны обмеипваться продуктами. Та
кая модель была бы по С5'ществу моделью коллективного поведения. Отме
тим по этому поводу, что в настоящее время на языке теории автоматов
уже ставятся и исследуются некоторые простейшие модели коллективного
поведения (см., например, [4—9]).
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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО РАСПИСАНИЯ
ПРИ НАЛИЧИИ ПЕРЕНАЛАДОК

Б. А. ВЛАСЮК

( Москва)

В работах [1—3] при рассмотреншг задачи об оптимальном расписа-
такая последовательность обработки деталей, при которой за-

возможное значенпе.НШ1 ищется
ланная целевая функция принимает
В частности, в работах [1, 2] исследуется задача об оптимальном расппса-

обпаботки пропзвольпого числа деталей на одной машине. Hpi^ рас
считается, что заданы дл^гельностп оораооткп

мпнпмально

НИИ
глгптпении этой задачи
кпн<пои fleTajra; отсз^тствует переналадка машины при переходе с одной

каждой деталью связана функция потерь, зависящая
обработки; минимизируемая целевая функция

^^QPTia сумме этих функций потерь по всем деталям. Такая постановка аи-
LxTii целесообразна, если длительностью и стоПхМостыо переналадок можно
2прнебречь пли если длительность п стоимость переналадок постоян-

пля всех переходов. На практике, однако, часто возникают случаи,
когда переналадки существенны и разлшшы для различных переходов.
В настоящей работе рассматривается одиа из задач такого рода.

Постановка задачи. Пусть X — множество детален; т (л:) — длитель
ность обработки детали 6 X; aU, г) - потери возникающие з сд^ае,
если деталь а; б X будет обработана в момент t,^[x,x) - стоимость пере
наладки с детали х на деталь х' {х, х' б X). ^ \  „ кяк-иый момент

Будем решать задачу при следующих условиях.
времени может обрабатываться только одна деталь
менности операций); 2) если обработка какои-лиоо  ^ ™угой
она не будет закопчена, машина не мо?кет перейти  к обработке друг
детали (условие неразрывности операции); rrnvrvio павна нулю.

3) длительность переналадки с одной ^ чтобы
Требуется найти такую последовательность переналадок

сумма потерь по всем деталям плюс сумхма стоил
приняла минимально возможное введем следующие обо-

Для полуяения -раженпя целевой функц^ ГсХовахе'Х.ноель эле-

ЙГ-'м1кее™ ~
{X.}. цояевая функция будет иметь

впд:

детали на другую; с
момента окончания ееот

\Х1\х\
(1)Xi)иL

г=1г=1
где

(2)t{Xi)= S г (ж,О-
k=i


