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Под дифференциальной игрой понимают многошаговый процесс с не
прерывным временем, при котором каждый из у^хастников игры непрерыв
но контролирует в соответствии со своими интересами изменение позици
онной переменной. В настоящее время, несмотря на значительное число
работ, посвященных дифференциальным играм, нет единого определения
дифференциальной игры. Наибольшая трудность при этом заключается
в математическом описатш возможности использования смешанных стра
тегий в каждый момент времени.

В настоящей работе делается попытка дать определение дифференци
альной игры, как некоторого класса эквивалентности в метрике Хелли.
Идея такого подхода принадлежит Н. Н. Воробьеву. Хотя в работе рас
смотрены дифференциальные игры на вылшвание, все результаты могут
быть легко переформулированы для дифференциальных игр с интеграль
ным выигрышем.

Дискретные игры на вын«ивание. Рассматриваемые дискретные игры
на выживание представляют собой обобщения игр на выживание, иссле
дованных Хаузиером [1], Веллманом [2], Милнором и Шепли [3], Рома
новским [4], и более всего напоминают игры, описанные Скарфом в [

Пусть S — некоторая ограниченная, замкнутая п-мерпая область
/г-мерном евклидовом пространстве с границей В, g{x, у, z) — некоторая
непрерывная п-мерная вектор-функция, которая при любом задана
на единичном квадрате у X z, хо — фиксированный вектор, принадле
жащий S.

Игра происходит следующим образом. На первом шаге игрок I выби
рает некоторое значение у б [О, 1] и одновременно игрок II — некоторое
значение z в [О, 1]. Затем проводится прямая из точки xq в точку Xi =
= Хо-\-6g{xo,y,z), где б некоторое двоично-рацпоналыюе число. На
втором шаге игроки заново выбхграют числа у, z и точка xi соединяется
отрезком с точкой xz = xi-{- bg {xi, у, z). Этот процесс продолжается до тех
лор, пока ломаная xo,Xi, ,. . ,Xn, ‘ - - не пересечет в некоторой точке гра
ницу В, в которой игра прекращается. На границе В задана некоторая ие^
прерывная вещественная функция Ь(х); если игра прекращается в точке
хвВ, то игрок I выигрывает Ь{х), а второй получает &(д;). Для полноты
определения игры мы должны определить выигрыш п в том случае, когда
игра продолн^ается неограниченно. Однако для дальнейшего
это не имеет существенного значения.

Поскольку описанная игра зависит от параметров Хо  и б, будем ее
обозначать G (xq, б). Прп б О поведение игры стремится быть описанным
дифференциальным уравнением х — g(x, у, z), которое является структур
ным уравнением дифференциальной игры.

[5].
в

изложения
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Условия, при которых значения игр G{x, б) существуют, не достаточно
хорошо известны, однако для дальнейшего это но пмеет существенного
значения. Пусть 6) — наплучшее, что может гарантировать игрок I,
используя смешанные стратегии в игре G{x,b), т. е. Sup Inf математиче
ского ожидания выигрыша в классе смешанных стратегий. Пусть
V~{x, б) — Inf Sup выигрыша. Р1звестно, что всегда V~{x, б) ^ F+(x, б).

Дифференциальные игры па выживание. Рассмотрим следующую вспо
могательную игру. Пусть Уб и Z(, множества чистых стратегий игроков 1
и II в пгре G{x, 6), т. е. Уб и Zf, представляют собой множества всевозмож
ных кусочно-постоянных по t па отрезках к6 d t ^ (А: + 1)*, А: = О, F ● ● ●
. . .функций y{x,t), z{x,t) со значеш1ямп_из отрезка [0,1]. Пусть У =
— и Уб ^ = и^б- Множества функций У и Z являются множествами

стратеги!! игроков I и II во вспомогательной игре. В лгооой сптуащга
функция выигрыша определяется следующим образом. Пусть у 6 Уб, <= Y,
z^Z6:<^Z iix{t) — решение структурного уравнения

Хг+1 = 4" ^i)

При начальном условии а:(0) = хо, где б = min (6i, 62), и nycTb^(ip)
точка, в KOTopoii траектория x{t) впервые пересекает границу , тогда
полагаем

К(у{х, t),z{x, t))=^b{x{tp)).

Полученную таким образом игру будем называть вспомогательной и
обозначать G(x,0). л “

Обозначим через У X Z дгакс1!мальный класс множеств пар функции
ii(t t) п 2(5:, i), обладающих следующими свойствами:
^  1) если Y X Z вУ X Z, то Y <z: Y и Z с Z;

2) если Y X Zey X Z, то при любых у QY и z в Z уравнение х —
_  y{x,t), z{x,i)) имеет единственное решение при любых иачаль-

любой пары функций (y,z) € (УХУ) вУх2 определим функ-
пиоиал K(y,z) так же, как это делалось во вспомогательной пгре G{x, 0).

Пусть ^ - класс всех множеств У X У б У X У. для которых множе
ство стратегий У является плотным в У метрике Хелли

sup IК{уи 2) - 2) I = Р {Уи У2)

плотным в у в метрике
гб2

и множество У является

sup |A'(y,Z,) -K(y,Z2) \ =p(2l,22).
1/6 У

1 ЛисВФе^енципльной игрой на выживание называет-
дид)д)ере1щи с функцией выигрышаОпределение

над мнооюеством стратегиися игра
а г> !j/p\

Поскольку задание хо, о, п,
па выживание, условимся

и м1 Ь

определяют игру

У X У 6 W однозначноножеств
обозначать се:

1ш1ызать даффереицпа™.ьш игры на
МИ, если 0!!!1 отличаются только

М110?кествами с
птиогиешге эк

выживание эквивалентпы-
у X У е ЧЛтратогпи

вивалентности, очевидно,
Тагам образом, эквтшалептпости и разбивает все диффе-обычным отношением эквивалеитыых между собопвыживание на классы

является
ренц!1альыые игры иа
игр.
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Определение 2.Предел

lim V~(x, б)= V~{x, 0)
б^о

называется huoichum значением дифференциальной игры на выживание.
Определение 3. Предел

lim V~(x, б)= V~(x, 0)
6-*-о

называется верхним значением дифференциальной игры на вьшивапие.
Определение 4. Если предельные функции 0) п F~(a:, 0) су

ществуют и равны между собой, то функция

V{x,{))=V-{x, 0)= F+(^,0)
называется обобщенным значением дифференциальной игры на вьшива-
ние.

Следующие две леммы показывают, что определение 4 пепротпворе-
чиво.

Лемма i.Если игра

G(л:) := {х, S, В, b{x),g{х, у, Z), Т, Z)

имеет обобщенное значение, то имеют обобщенные значения все игры
G' G иих обобщенные значения равны меоюду собой.

Доказательство леммы может быть получено использованием
Вальда (см. [6]).

Лемма 2. Пусть игра G (х, 0) имеет значение в чистых стратегиях
Val G {х, 0) и пусть

теорем

lim V~{x, б) = V{x, 0) = lim V+{x, б)6->0 б->0

тогда Val G (x, 0) = V {x, 0)
(из леммы 2 следует, что во всех тех случаях, когда значенпе игры G[x)
существует, обобщенное значение совпадает со значеппем).

Теорема 1. Пусть

б)= F+(a:, 0) = V(х, 0)= У-(а:, 0) = ИтУ-(:с, б)
6->0

и функция У~^{х, б) дифференцируема по х и дифференцируема по б
в нуле, тогда функция V[х, 0) удовлетворяет дифференциально-экстре
мальному уравнению

у, Z) )=0
Val (1)у, г

при граничном условии
У(а:) |в = Ъ{х)

(здесь У (х) — обобщенное зпачеыпе дифферепцпалыюй игры).
Доказательство. Функция У+(а^, б) при любом 6>0

решением функционального уравнения

Slip lni[V+{х 6g{х, у, z), 5) — V+{x, 6)] = о

является

пли
V+(x-^6g{x,y,z),6)—V+{x,6) -

Sup Inf (2)б

0. Поскольку равномерноПерейдем в равенстве (2) к пределу при б
noy,z^ [0,1] X [0,1]
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V+{x-)r bg{x, ji ,z),b)~ У^{х,б) ^
dV

(
lira ● g{x, !/, z)), .дх6б^о

можно перептп к пределу под знаком оператора Sup Inf и из непрерыв-
ностл функции ^(л:, у, z) имеем:

\  /дУ \дУ

Sup Inf ^
= О● g{x, У, z)дх

что и требовалось.
При доказательстве теоремы мы нигде не использовали то, что

limF“(a:, б) = У~(х, 0)= У(х, 0).
6^0

Проведя аналогичные рассуждения для функций F-(x, б), можно по
казать, что и верхнее значение У~{х, 6) является решением дпфферен-
циалыго-экстремальиого уравнения (1).

В работе [5] Скарфом получено одно достаточное условие для сущест-
обобщенного зиачепия дифференциальной игры на выживание.

При этом рассмотрение ограничивалось так называемыми «несмещенны
ми» (unbiased) играми. Однако условие несмещенности является в дейст
вительности очень сильным и не выполняется в подавляющем большинстве
случаев (папример, когда существует ситуация равновесия в чистых стра
тегиях). Достаточное условие, которое получим, хотя и является вполне
аналогичным условию, полученному Скарфом, применимо для значптель-

линейпый дифференциальный

вованпя

более широкого класса игр.
Определение 5. Обозначим через Dуг

оператор первого порядка

но

д
2^^ (а:, У, z) дх^ ’
k

Оператор Dy^ определяется как

у, у,
ft , I

Определение 6. Пусть L (/) — 07гератор

-YaXWDyJWVal

lim
6-И5+ б

значепие
иесме-Легко видеть, что L{f) представляет собой лгаргииальиое

1гм Г7П пгпы Dbzf по игре V2.D,//. Заметим также, что в случае
щенпых игр для любой функции /, Val || Dyzf II =  О и мы получаем опера
тор Д рассмотренный Скарфом. роли-

Определение?. Функция f{x) вплоть до
1) она имеет ограниченные и 'If гпдеоо1сашей внутри

третьего порядка в некоторой ограниченной о ,
себя замыкание множества S\

2) L{j) ^с>0в5;

3) Val {ВугП =0 в ^
4) f{x) ^ я^3>/шкгшя f(x:) принадлежит классу М~, если:

i^^oiyZeeryepaLieinue непрерывные проивводные вплоть до треть-
порядш Тнекоторой отрытой области, содерокащеи внутри себя замы-

какие S;
его
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2)L{i) <с<0в5;
3) Val (Dy./) = О в 5;

/(^) ^ прп X 6 В.
Теорема 2. Пусть f{x) 6М+ ф(а;) тогда

lim V+{x, б) ^ f{x) lim F-(x, б) ^ ф(а;)
б-»-0+ 6-^0+

во всех внутренних точках мноо/сества S.
Доказательство теоремы похоже на доказательство аналогичной теоре

мы в [5] и его приводить не будем.
Из теоремы 2 получаем, что всякая функция из ДГ+ является нижней

границей для Ит V'^{x, б).
5-^0+

Отсюда имеем, что поточечный супремум функций пз ДГ+, который бу
дем обозначать через V'^{x), является нижней границей для lim V+{x, б).

5-»-0+

Допустим, нам удастся показать, что V+{x) = V~{x)  = V{x).
Тогда, поскольку

V+{x)^ lim У+(х, б)< lim V~{x, 6)^V-{x),
б->0+&-J-0+

ишхучаем, что функции У"(х, б) и У'^(х, б) при б 0+ сходятся к У(х).
Это и означает, что рассматриваемая игра на выживание имеет обобщен
ную функцию зиаченпя игры.

Следующая теорема формулирует достаточное условпе, гарантирующее
равенство У'*'(х) = У~(х), а следовательно, и существование обобщенного
значения диффереициальной игры па выживание.

Теорема 3. Пусть вектор-функция g{x, у, z) такова, что для любого век
тора с математическое ожидание Е{с, g{x, у, z) )^  > 0, где математическое
оохидание берется по паре оптимальных стратегий в игре (с, g{x, у, z)).

Пусть, кроме того, существует функция У(х) с ограниченными и непре
рывными производными, вплоть до третьего порядка  в некоторой открытой
области R, содерхсащей внутри себя замыкание S, и удовлетворяющая
условиям:

1) Ь{У) = о 60 всех внутренних точках S;
2) Val (DyzV) ■— о во всех внутренних точках S;
3) градиент У (х) отличен от нуля в R;
4) У (х) = Ь{х), когда х 6 5.
Тогда У+(х) = У“(х) = У(х) и функция У(х) является обобщенным

значением дифференциальной игры на выживание.
Доказательство. Для любого е > 0 определим функции

Уе+(х) ~V{x) — еМах Ы{х)-\- гУ^{х)
и функции

Ve~(x) = у (х) е Мах Ь^{х) — eV^{x).

Легко впдеть, что

Dyz Fe+(x) = (Н- 2EV)DyzV,. Dyz V,-{x) = (1 - 2еУ)Ду,У.

При достаточно малом е значенпя игр />угУе и Dy^V равны между со
бой и равны нулю (условие 2 теоремы) : отсюда легко получаем, что если
L{Vz-^) ^ О о, то Уг+ принадлежит .¥+. Аналогично из L{V^-) < с < 0
следовало бы, что Уе~ 6 Однако два последних неравенства могут быть
доказаны дословным повторением рассуждений доказательства похожей
теоремы из [5].

.м
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Так как, кроме того,

lim {^)= V{x) — lim Vs~ {x),
c-»-0£“^0

TO теорема доказана.
Заметим, что достаточные условия теоремы одновременно гарантируют

непустоту классов М'^ п М~ (функции при любом достаточно малом
в Z> О принадлежат М'^, а функции Vz~~ прп любом достаточно малом в > О
принадлежат М~).
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