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НАУЧНЫЕ КОНСУЛЬТАЦИИ

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Б. С. В Е Р X о В С К И П
(МОСКВА)

Пуолпкуемая консультация является логическим продолжеипем ранее
напечатанной статьи*. Цель настоящей консультации  — описать вычисли
тельные методы, при помощи которых мон«ет быть найдено решение зада
чи линейного дрограммпроваиия.

Рассмотрим задачу uuHeiiuoro программпроваппя, в которой все огра
ничения на неизвестные заданы в виде равепств: найти такие значения
величин Xi, Х2, . . . , х-п, которые удовлетворяют ограничениям

^11^1 4" + . . . 4“ «in^n = bi

^^21^1 4~ «22^2 4“ ● ■ ■ 4“ <^2пХп = &2

0-mlXi 4- 0.„ilX2 4“ ... 4" (^тпХт1 = Ь
(1)

т
И обращают в минимум выражение

<^1^1 4" ^2^2 4“ . ● . 4~ С-пХп

лри условии неотрицательности величин Хи Хг, ... ,x-n,i. е. при
(2)

(3)
Задача (1) — (3) называется задачей линейного

канонической форме.
Любая задача линеГшого программирования может быть записана в

канонической форме путем введения дополнительных неизвестных Пока
жем, как это сделать.

Пусть задана

программпроваппя в

такая задача линейпого программирования: найти

miu {aXi -\-С2Х2+ СпХп) (4)лри условиях

4“ 0.1ZX2 -р ... ainXn ^

«21^:1 4- (’■22X2 4- . . - + агпХ-п ^

(’miX\ Кпх2Х2 4“ .. . 4“ ^7ПП т

(5)

(6)

Задача (4)—(6) отличается
которые заданы в виде неравенств
может быть записана в

min {ciXi -р сг^Са 4- - -

и иптерпретация’задач .мпейЩого п^^миров1пия)к' «Постановка

задачи (1) —(3) лишь условиями (5),
типа «не больше, чем . . .». Эта задача

канонической форме: найти

от

● 4- СпХп 4- 4- 0-а;„+2 + ■ ● ■ 4“ 0-a:n+m) (4')
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при З^СЛОВНЯХ

^11-^1 “Ь ^12^2 “h ● ● ● “h ^in^n “h 1 '^71+1 “h O‘Xn+2 0 ‘^n+m — &1,

(^2riXn -\- 0 ● Xn+i H“ 1' ̂ n+2 “h ● ● ● + 0 ■ ^n+m = &2. (S'")0-2l3:i + ^223^2 + ● ● ●

. . . ~t“ 1 'X11+777   Z?~|- ^/Ji2^2 + ● ● ● “b ^jnu^n “h 0'3^7i-il + O'Xn-i- m,

Xi 0, X2 0, . . . , Xn 0, X,i+l 0, Xn+2 ^0, . . .  , ^n+ni 0. (6^)

Задача (4') —(6') обладает следующим свойством: значения первых
епттгальпого плана составляют оптсшмальпып план за-11 пепзвестлых ее

дачи (4) — (6), т. е. задачи (4) — (6) п (4') — (6') эквивалентны.
Подобным же образом к капозшческоп форме приводится задача, в ко

торой ограничения па пспзвестныс задаются в впде неравепств «не мень
ше, чем...». Б этом слз^чае каждое ограппчснпе обращается в равенство
за счет введения дополнительных пензвостиых Хп+и Хп+2, - ● ● ? ^n+m, при
чем в г-е ограниченно капонпческо!! задачи переменных Xn+i входит с
коэффицпептом —1, а остальные дополиптельпые неизвестные входят с
нулевыми коэффициентами.

Может быть задана и датая задача лпнейпого программпрования.
найти

(7)шах (CjO^i -f- С20*2 -j- . ● ● 4" C7iXn)

anXi + Oi2X2 + . . . + ain^n ^

(l2lXi -f- ^220^2 4' ● ● ● "b ^2n^'n ^ ̂ 72,

При условиях

(8)

iTl 4" (^тп2Х2 -!"●●● 1~ йтп^п ^ Ь m,m
(9)

Покажем, как привести ее к каноинческо!! форме,
Введем новые пелтзвестные

^1 =- Xi di, y,jI 2 = Х2 — dz, . ● ● J i — Хп — dji‘

Теперь

= l/n + d-.
Подставим значения x:i ZZi4‘ '7i, ^2 У2 + 2,

KpiiTGipnii задачи (7) ii в ограппчспня ( )-

Хп● 1

(70
(С.У, + C2I/2 + . . . + +■ ● - ● + ■

aiiUi + Д121/2 + ■ ● ● 4- < bi^
aziUi H- Й22У2 H- . . ● + < ^2

max

... + а,г.пУп ^L.
Cimiyi 4" (^т2У2 i (94

где
, — (audi + aizd2 + ● ■ - +

— [azidi + az2d2 -f ● - ● + a-ziidu)

— {amidi + a,n2d2 + - . ● 4" (imndn).Ьпг = Ь 7)1
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Далее
max (ci2/i + сгуг + .. . +’Cnj/n) =

= —min { — Ciyi — С2У2 — .. .~ СпУп) .

Таким образом, ©место лгаксгамума одной линейной функции люжно на
ходить лшшимум другой лтшейной функции.

Теперь рассмотрим аадачу: найти

mill (—С1У1 — С2У2 — — О-г/п+2— . . - — О-Ул+^п)
при условиях

аиУ1 Ч- Й12У2 + . . . + ainijn + 1 ● Уп+t + О ● уп+г + . .. + О ● y«+m =■ hi'

Й21У1 +Й22У2 + . . . + Й2ггУп + 0-уп+1 + 1 ‘ Ул+2 +  . . . + О ● у„+,„ = W

f^miyi + (1тп2У2 а У и + О-Уп+1 -г О-Уп+2 + . . . + 1-у

У2 ^ О, . . . , Утг ^ О, Уп+i ^0, . . . , уп+т ^ 0.

Пусть yW,

тп

оптимальный план,

= b'п+т т

а значение
критерия, соответствующее оптимальному плану, равно К. Тогда ре
шение задачи^ (7) — (9) определяется как + rfi,
х(о) = ^(0) + а;(о} = ут + d '
равно

ее

максимальное значение критерия (7)аП1

~К -Ь {ddi + 'C2dz Cndn).
Чтобы 'Отыскать оптимальный план (решение) задачи (1) — (3), мож

но воспользоваться следующим методом:
а) найти произвольный
б) переходить

onoipiHbiH план задачи;
от одного опорного плана к другому, заведо(мо лучше

му, пока таковые будут существовать.
Такой метод поиска оптимального плана получил в отечественной ли

тературе назвамие метода последовательного улучшения плана. Амери
канские математики дали ему название «симплекс-метод». Применяя

решешт эаддчи (1)-(3), процесс поиска оптимума

дачу найти ^ этана. На первом этапе решают вспомогательную за-

min {Xn+i + Д:п+2 + . . . Ч- Хп^т) (10)при условиях

auXi + сцгхг + ■. . + а,„х„ + 1 -Xn+t + 0-х„+. + ... + 0-х„+ш = Ъ
a^iX, + 02^2 + . . . + 02г,х„ +0-Х„+, Ч- 1 -Хп+2 +  . . . + 0-Х„+,„ = &2,

и

(И)
“-.^1 + а„,2Х2 + ... + + . . . + 1-Хп+ш = Ъ 1П,

● 1 ^п+т ^ 0.
Если в оптпмальпыи план задачи flOi - ■’

одна лз пепеменньту г , , Uoj, ц1) входит по крайней мере
дачя /тт ^ положительным значением, то за-

что математическая модель
v^; io; при условии, что она нрашилыю составлена
н ограничениях которого есть внутренние противоречия,

^^сли же в оптимальном плане вспомогательной
п+1, .

описывает дроцесс,

задачи переменные
rn/\rrrv ’ равны нулю, то первые ?г комиопент этого плана являют¬
ся опорным планом задачи (1) — (3).

На втором этапе решают собственно задачу (1) —(3)
улучшая ее опориые

X

последовательно
планы.
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Дри этом псход'ньп! опорный план вспомогательной задачн очевиден:
^п+1 ^Ij ^п+2 — &2i ● ● ● } ^п+т — Ьпг. (12)

(Условпя пеотртщательностп переменных удовлетворяются, поскольку
все hi, 1% ... , Ь,п — заданные неотрицательные япсла.)

Опорному плану (12) соответствует значение критерия (10), равное
&2 + . . . + &

Для удобства вычпслеаий по симплексгметоду вся исходная ин(|юрма-
цпя, т. е. все данные задачи лнше^ьного програмлптровагаия, решение кото
рой требуется найти, записываются в специальную таблицу. Таблица эта
называется сшгплексной таблицей. Она имеет следующий вщд:

Ь I
щ.

Таблица 1

С о о 1N X о о 1 1 1

1 о о ов + 1 1 &1 ап ахч а аij ш

в + 2 1 &2 о о о1а.,: й.-■2Й21 Й22 п

о1 h о о огг i а,1 а.-,-1}
а.гOj11 2 п

1 ь о о о 1п  т а а аmi m2 тпт mj

6^» (1) (2) (1) («) о о ооа а а а

Размер таблицы: ?п 2 строк жп т Ъ столбцов.
В начале Bbomcnennii таблица заполняется следующим образом:
1) В столбце N заппсььваются номера переменных, входящих в первый

опорный план, т. е. числа п 1, ... , п т.
2) В столбце С записываются коэффициенты линейной формы (10)

црп переменных, входящих в первый оио1рный план, т. о. подряд т единиц.
3) В первых тп «летках столбца X записываются

переменных Хпц-и ^п+2, - - ■, Хп+т — базисных переменных
опорного плана, т. е. числа bi, bz, . . ., bm.

4) В {ш -j- 1)-й клетке столбца X заштсывается значение критерия
задачи (10) — (И), соответствующее перво'му опорному плану, т. е. число
Ы^) =:■ bi bz Ьт- В последующих п-\-т клетках (w-l-l)-i"r
строки записываются числа i где

aW =: Пц + «21 -}--●● + ^ml,

д(2) =: Й12 -h- Й22 + ● ● ● "Ь ®т2,

числовые значения
исходного

(13)

д(п) — -j- Й2П. + ● ● ● «тгг»
д(«+1) = ... = = 0.

ii оценок столбцов, а чпс-
(Будем впредь именовать эту строку cipoKon

ла, стоящие в ней. будем называть оценками отолоцов.;
5) В саму^ верхнюю строку симплекс-таблицы (эту строку мы бу

дем называть^^^й) залисьгваются коэффщпенты, стоящпе при неиз
вестных .. .:хп-нп в критерии задачи (10), т. е. подряд тг нулей п пг
единиц Эта единственная строка таблицы, которая в процессе вычисле
ний изменяется лишь один раз при переходе от першего ко второму этапу
поиска решения.
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6) В незаполненно!! пока еще частп спмплекспоГ! таблицы (ее мы
впредь будем называть ценцральной частью симплексной таблицы) запи
сываются коэффициенты, стоящие при неизвестных в ограничениях (11):
в первую строку записываются по-дряд коэффициенты первого уравиения,
стоящие дри неизвестных сс^, хг, , . . , Хп+т, т. е. числа аи, ai2, ..., ащ,
1, о, . . . , о, во вторую строку — коэффициенты второго уравнения и т. д.,
в последнюю (?тг-ю) строку — числа Япп, йтг» ● ●  ч (i-mn, 0, 0, . . 0,1.

Пусть требуется решить задачу линейного ирограмлтроваыпя.
ную в каноипческо!! форме: найти

min {2xi Ъх2 + з:з -|- 2xt.)

Xi 2x2 -ф ^3 Н“ = 7,

3xi — Х2 2х^ 2х\ = 6,

—Xi -f- 2x2 — Xz “}” 2хг^ = 2\

задап-

(14)
при условиях

(15)

(16)
Пренхде всего введем дополнительные переменные х^, хв,

рпм вспомогательную задачу: найти
min (0-o:i -г 0-^2 + 0-д:з + 0-я;4 + + ̂ 6 + я:?)

Xj п рассмот-

(14')
при условиях

Xi 2х-2 Н“ Зя:4 1 *д:5 “Ь О “Ь О 'a:7 = 7,
3a:i — хг-

— XI -f- 2X2
2хз 20^4 -f- О ‘Х5 -|- 1 'Xq 0^x^ = 6,

~ Хз 2xit 0-д:5 + О-^б + 1 ^x^ = 2,
(15')

(16')

Запишем все данные задачи (14') — (16')
таблицу (см. табл. 2).

Прежде чем nepeiiTii к оосуждению вопроса о том, как преобразовывать
симплекс-таблицу, определим некоторые правила действия со столбцами.

Столбец, состоящи]! из
иости т.

Столоец S любой размерности лгожно умножить на произвольное число и.
aSi
cf.Sо

в начальную симплексную

т чисел, будем называть столбцом размер-

В результате получим столбец aS =

aSт
Два столбца S

вычитать один из и Р одинаковой размерности т можно складывать или
другого, причем ●

S±P=:

± Рт 1где

р.
6’ = ,  р==

‘^т / Рт

Два столбца 5 п моншо
^Д^дующее число: скалярно перемножить. В результате лолучтм

S-p = SiPi + + .. . + S,nP,n.

_A
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Примеры:
1+2/2\ 2\ /3

6  , ^ 3+43  , Р= 4 , 2-^ = 7

2/ \32+14/\1 /
1—2\
3—4 —1 , ^.i^ = l.2+3.4+2.1 = 16.б- —Р =
2—1/ 1/

Опишем дравпла преобразовакпя спмплекс-таблдцы па конкретном
пр1гмере (ом. табл. 2).

Таблица 2

71 2 3 4 65

О ОN С О о 1 1 1Л'

1 ●1 ●) 1 3 I о о5 7

3 —1 9 1 О6 1 6 2 О

7 1 —1 2 —1 2 О О 12

15 О3 3 7 О О2

I

1. Смотрнм, есть ли в строке оценок хотя бы одна положительная
оценка. Если их несколько, то выбираем наибольшую (в данном случае
она равна 7) и ставим под Heii стрелку. Столбец 4
бец (11С|ремсл1иая становится базнсио!]).

2. Делим элементы столбца X на соответству10ш,пе положительные
элементы направляюгцего столбца п находим наименьшее положительное
число:

напраяляющни стол-

7  6 2
3 ’ 2 ’ 2

2
2 ~min

Это мпипмальное отношелне определяет направляющую строку. В дан
ном случае даправляющел является третья строка. Ставим слева от нее
ст])олку (деремонпая Х7 перестает быть 6aancHoii).

3. В первую клетку направляюще!'! строки заппсываем (см. табл. 3)
■число 4 вместо 7, т. е. помер направляющего столбца а во вторую клетку
записываем 0.

Таблица 4Таблица 3

4 I 5●1 31 2 3 4 5  6 2

1О  ОN С ОА' ОО о оN С X о и 1

●1оV2 о Vs5 1О 1 О1 4 V2 — 1 425

О О1  О 1 1 -»/4 V44 О О 11 4 —3 36

4  О 42 о V's 1 1 о/а●1 ●V3 1 -Vs 1 О Оо4

^,2 и Vs о  О13/s -4 “/з О О О8

;т
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вместо 1, т. е. коэффициент при в лпнешши форме задачи (14') — (16').
В последующих вьгчпсленпях столбец 7 не рассматривается. Вообще, если
в процессе решения одна из дополнительных переменных перестает быть
базисной, то ооответствуюпцш столбец в дальнейшеиМ не 'рассматривается..

4. На пересечении направляющей строки и направляющего столбца
находится генеральный элемент 2. Поделим да него все элементы направ
ляющей строки, начиная с клетки, лежащей в столбце Направляющая
строка полностью преобразована.

5. Остальные элементы новой таблицы находятся по столбцам ло сле
дующему правилу:

/элементы'

нового

\столбца J

/элемептыЧ

старого I —
\ столбца /

Такая форлга преобразова-ния
при ручном счете.

Направляющий элемент преоб|разуемого столбца лежит на лересечешш
_ столоца и лреобразоваппой направляющей строшт.
Б качество примера расс.мотрим, как вычисляются все элементы, кроме-

третьего, нового столбца Х-.

/направляющийЧ /
элемент

преобразуемого
столбца

элементы

●  направляющего
столбца

представляется нам напболее удобном

/ \

этого

/ л
6 ^1.(1

^ \7

/4\
= 4 .

\15У \8У
столбца 1:

3 / 5/2
4

\3 7 \13/2

ке. лежащие в направляющей стро-

nnonewlv 'Разультаты дреобразовання симплекшой табл. 2.
HiepaSt ^ -симплексной таблицы -к другой называют

личие'полщгатптт^'^^''*^™^*' С-Чысл -производимых преобразований? Иа-

пика условий ' за-лачГ“'(14о’'-м'б'Г "‘о Т’ шюготрап-(О О О О 7 fi оцределяемая координатами
оптимуму ’ i’ гг ^ вершины, расположенньш блшк^

леконой табл. 2 ^ результате преобразования симп-
м,п ЛГ5 = 4 д^д — 4 X/ = i опорный план с базисными компонента-
критерия |раш1о 8.’ Предьи1щемГпнГ>,'!^Г^^'^’ которой! зпаченпе
нонтамп хь = 7 = r °с>рному плану (с базисными компо-

мы, равное 15. Табл. 2 преобразуеГсГГГГГ^ апачешю линейной фор-
т-абл. 1. Так, в результате ирмбра-зоваи^ тХ®2 "
пы„ план задали (14')-(16'f (с базисными ™мпоие^™

4  /2), лри котором загачение кпнтеоия ляпттл /в/\ тл-^ ^  ’
вершину хшогограа^ика услГпй задашТ FwT иЛ'(1,0. О ЗД ЗА пт 1 i задаш! (14) —(16') ,с координата.мл
шина (0,6, о'14 4 блинш к опти.му.му, чем соседняя с ней вер-

в ст^оГГГ^^^ таких цреобразовапий таблиц
что ыай гГо "оложительных чисел. Это и
что найден оптимальный план задачи (14')_ (16').

к

придем к случаю, когда
есть условие, означающее,.

И
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Здесь воз'можяа одна нз двух ситуаций:
1) в иоследяей клетке столбца X стоит положительное число. Это озна

чает, что исходная задача (14) — (16) не имеет планов. В этом слунае,
оптимальный план задачи (14'') — (16'') имеет в качестве базисной по
Kpaiinen мере одну лз перемеаных хь, Xq, хг,

2) в последней клетке столбца X стоит ^нуль. В этом случае оптималь-
НЫ11 опорный план задачи (14'') — (16') может быть взят в качестве псход-
ного опорного плана задачи (14) — (16).

При переходе от табл. 4 к табл. 5 находим оптимальный план задачи.
(14') — (16'), при котором значение ^критерия равно нулю. В число базис
ных иереме;нных решения не входит ни одна из пере1менных xs, х&, х-,.
После этого переходим ко второл1у этапу поиска решения. Найденное ре
шение с базисными перемениылш х^ = Х\ = ^4 = V? примем в-
качестве исходного опорного плана задачи (14) — (16).

В этом случае необходимо пзлюнить записи во всех клетках нулевои
н последней строки и в столбце С.

В нулевую строку запишем коэффициенты при неизвестных в крите
рии (14), т. е. числа 2, 3, 1, 4. В столбец С записываем коэффициенты при
базигоных перемеппых, т. е. числа 3, 2, 4. В последнюю клетку столбца X
записываем число, равное -скалярнолгу пронзведелию столбца С на стол
бец Х\

80
3.

7  ‘

В остальные клетки последней строки записываем новые оценки столь-
цов.

Для того чтобы найти новую оценку столбца, необходимо скалярно
перемножить этот столбец п столбец С и из результата вычесть число,
стоящее над этим столбцом в нулевой строке таблицы. Оценки столбцов
1, 2, 4 равны нулям. Оценка столбца 3 равна:

10
3-

7  ■

После того* как вычислены все новые оценки, приступаем к последо-
вателыюАгу улучшению опорного плана самой задачи (14) —(16).

При переходе от табл. 5 к табл. 6 получаем решешю задачп (14) — (16)
(с базисными переменнымп хг = Vq; Хз = ‘Vs; ^4 = ^Vs). Минимальное
значение критерия при этом равно ®Vs-

Мы описали ошшь одрн метод решения задачп линейного програмлга-
роваппя—метод последовательного улучшенпя плана, получивший наи
большее распространение. Все указанные правила записи и преобразова-

Таблица 5 Таблица 6

43211 2 3 4

4132XN СN С X 2 1 43

оо-б/о 1Vo2  3о2  3 ‘V7 ●1 ^'7 о
о1оVo‘Vo13‘V7 о о1 2 ■1 Vt
1о  оVo‘Vo4  414  4 Vt о О -V7

—ю/о 0 0 0“/о80/, о о ‘Vt о
т
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нпя симплексных таблиц справедливы для произвольно!! задачи. Естест
венно, мы но останавливались на некоторых тонкостях, таких, иапршгср,
как вырожденность.

При решении некоторых задач применяют 'Модифицироваипы!! си'мп-
лекс-метод, являющи1гся видоизменением метода последовательного улуч-
шенпя решения. Этот мето-д более эффективен
зрения (требует меньшого 1объема вычислепп!!), чем npo.CToii симплекс-
метод, когда число неизвестных задачи превышает число ее ограничешн):
более, чем в три раза. Кроме того, он удобное описанного выше метода с
точки зрения машинной |реалпзацш1.

В число других методов решения задач лпне1гпого

с вычислительной точки

.программирования
следует указать такие, как метод последовательного уточнения оценок,
метод последовательного сокращения невязок.

Все перечпеленные методы являются конечными, ибо за конечное чис
ло вычпелепш! приводят к точлюлгу решеипю задачи либо устаыавлпвают,
что задача не имеет решения. К друго11 группе .методов относятся беско
нечные методы, которые позволяют за конечное число вычпелени!! полу
чить лишь приблпжоипое решение, отличающееся от точного как угодно
мало.

Таким образо.м, теоретически методика решения задач .njiiieiinoro про
лраммировашш в лостаиовке (1) — (3) полностью разработана. С практи
ческой: же точки зрения, дело обстоит далеко ие так. Реальные задачи
лпые^пюго ирограммироваиия, как правило, имеют большое число поро-
меппых II ограипчешпг. Л это требует для их решения по любо.му из ука
занных выше методов большого объема вычпслетппь

Однако в некоторых задачах лппшшого программирования удается ис
пользовать специфику их ограничений и тем самым уменьшить трсбусмьцй
объем вычислений, применяя для их решения сиециальные методы.
К таким специальным методам относятся, иап.р1тме.р, методы решения за
дач о назначении, транспортных задач и распределительных задач. Кроме
того, дополнительные трудности цри .решении задач липсшюго програм
мирования возникают тогда, когда накладывается требование целочислен-
ности па все или па часть .пе.реме1шых. Решоппелг 
шшастся целочислешюе лрограммпровашю. Некоторые
будут описаны в следующих номерах нашего журнала.

такого рода задач за-
из этих методов
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