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В данной статье описывается вычислительный процесс для решения
транспортной задачи с дополнптельнымп ограничениями,
описанного алгоритма содержится

Обоснование
в работе [1]. Аналогичный алгоритм

описан также в работе [2], в которой предлагается на каждом шаге улуч
шения плана строить и решать систему линейных уравнений порядка
где L ~ число дополнительных ограничений. Ниже предлагается алгоритм,
г котором используется обратная матрица упомянутой системыв

и указы
вается способ ее преобразования при улучшении плана. Использование
обратной матрицы позволяет решать задачп с большим числом дополни-

ограничений. В статье для простоты рассмотрена транспортная
задача в матричной форме, однако при незначительном усложнеипп алго
ритм может быть применен для решения распределительных задач с допол
нительными ограничениями как в матричной, так и в сетевой форме.

Рассматривается задача: найти min 2 сцхц при ограничениях

тельных

п

2 j = 1, . . .,Xij = «г-, (1)
j=i

т

/ == 1,. .., тг — 1
7=1

— ht, (2)
ij

Огранпчения (J) оудем называть транспортными ограничениями огра
ничения (2) дополнительными. Предлагаемый алгоритм представляет
собой модификацию метода последовательного улучшения плана Пусть
А — базисная матрица, соответствующая некоторому опорному плану
нашей задачи. Нас обычно интересуют решения систем Лу = g л уА =
где е — некоторая единичная строка, а g ~ некоторый столбец матрицы
ограничений. В предлагаемом алгоритме базпепые переменные опорного
плана разбиваются на две группы. Первая группа содержит 7п + п — 1

L перемеппых. Это разбиение соответствует п]‘)од-

е.

перемеппых, вторая —
ставлепию матрицы А в виде:

Ац Ai2

А 22А 21
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псвырожденная подматрица порядка т п — 1, соответствую^Ще Лц
щая транспортным ограыпчеипям. Соответственно представляются векторы
V, Y и с- Пусть

(Si
, Y = {YiaY2), е = (61,62)., g =У =

V gz

Тогда спстему Ау = g можно представпть в впде

+ Ai2^ = gl,
■^2ll “Ь -^22^ = gZ-

А
{ И'

Отсюда
= Ац-^gi^ Mi

— A2iAiMAn)-^ {gl — A^iAiMgi).22^={Л

В пашем алгоритме всегда хранится матрица
S = (Azz — A2iAiMAi2)-^-

тт ^гчтг ттогчзл-ппр к следующему опорному плану матри

Легко показать, что пр почти элементарного преобразования [1].
ца S изменяется с помощью почти ^ ^ чяпянных £i и Дг необходимо

Таким образом. ДЛЯ аМ,,. Однако эта задача
находить столбец f „ матрпцы т1„, Ли состоят пз столбцов
по трудоемкая . Так как задача эта сводится к отысканию
матрицы транспортных ограппчени ,
некоторых певычеркпваемьк ™”™°аналогпчЕЫп подход  к исходной зада-

Заметлм, что в работе [2J улучшения плана решать
че, однако там нредлагается на каждом ша у
непосредственно спстему уравнении

- A2iAiMAM ^ = gi- ^gi-(А22

Рассмотрим спстему уЛ = е. Представим ее в виде

f yiAn-h У2А21 ^
\ Y1-4i2 + Y2^22 = ̂ 2.

61.

Отсюда
= (б1 — Y2^2l)^ll

= (б2 — {А

Y1 -1
22

Y2

ИЛИ
(^iAii-^Ai2)S.
« л ТТРГКО вычисляются Y^ ^ Y2

^  . двойственные переменные, кото-
^ттнхтРТТПЯМ Мы их обозначим

ограни ц; изменяется

. в на-
б1

Y2

Таким образом, при заданных
алгоритме будут хранит _

соответствуют Д”"®™ дующему опорному

ТОЛЬКО те
шем
рые
через W. При переходе
с ПОМОЩЬЮ вектора Y2- ^ перемениои

П

н

ри отыскании ^^^^^^^./аналогичный
ный план, используем при
условие оптимальности ^ ^ { ;

в ви
для х

а) щ + < -р. б)
базисных переменных, Д

к

группе

 которую будем вводить вопор-
’  потенциалов, а именнометоду
де к первойпринадлежащихц,

— 3 d^Wi.сц' = Cij
f
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Введем в исходную задачу искусственные переменные yt ж у t- Рассмот
рим расширенную задачу: найти

S (у^ "Ь yt)mm
ij i

При ограничениях

s Xij — aii j

г

Vt — yt = ht,
i}

где M — большое число.
Введем следующие ооозначенпя: Т — вычеркиваемая совокупность

т + — 1 клеток матрицы размером т У. п; G{p, q) ■— совокупность кле¬
ток, образующих невычеркиваемыц контур, причем все клетки этого кон
тура за исключением {р, q) принадлежат совокупности Т; пронумеруем все
клетки некоторого контура в порядке обхода, считая клетку (р, q) первой,
тогда контур G{p,q) распадается на два подлшожества: G'{p,q) —сово
купность клеток с нечетными номерами; G"{p,q) —совокупность клеток
с четными номерами; (бг-,- (р, q)) — матрица, элементы которой определяют
ся формулами;

о  при (г, y)^G(p, д),

1  при (г, i)^G'{p, q),

—1 при (г, j)^G"{p, q).

Базисные переменные первой группы будем
торой совокупности Т или, попросту говоря, будем записывать их в клетках

пронумеруем от 1

ставить в соответствие пеко-

этои совокупности. Остальные базисные переменные
до /г и запишем в таблице Д, имеющей вид

{кг,Рг, qr, 2г},

где Zr — значение г-й базисной переменной,
ляют наименование этой базисной переменной:

если кг = 0, то Zr = X
если кт= \
если кг = — 1, то Zr — уг.

В процессе вычислений хранятся такн«е матрица S = (srt) и вектор
W = {Wt).

Исходный план расширенной задачи строится
транспортной задачи

г=

величины /сг, Рг, Ут оиреде-а

Vr^r ’
то 2г — Уг,

опорного плана (a-ij)из

I

|min 2■. i = ai2 CjjXij ,

i3

Базисные переменные опорного плана задачи (3) составляют первую
группу базисных переменных исходного плана. Они одновременно опре
деляют исходную совокупность Т. Во вторую группу включаются искус
ственные переменные. Опп записываются в таблицу Д по правилам:

кг =1, Zr = hr — 2^0'
{г) _
2jhrесли

aгз
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М-
— — 1, Sr = ~ л. < Sесли Xfj.

агз

Исходные значения w п S определяются формулами;

Wt ~ Mkt,

О, если г ф t,
кг, если т = t.

Опишем алгоритм улучшения плана для нашей задачи  в виде последо
вательности одерацпп. Элементы пнформацпи о новом опорном плане будем
помечать сверху знаком .

1. Находим потенциалы щ и Vj из уравнений:

— ^" difwt для (i/)6T.

{Srt =

Щ 4" Vj — Cij

2. Находим Д (ро, ?о) > где

Д (ij) = Mi + Vj —

— некоторая положительная константа.
ЕслГд (и) е для всех (i, /), то данный план оптимален с точностью

А{ро, до) > е. Тогда находим а = (аО по формуле:

t

(с.13\ t

а е

доф{в).
3. Пусть А =

at
а

Sa.
вычисляем Р = (Р.) но формуле р =Затем

4. Для (i, /) 6 Т вычислим:

. = 2 f5r6fj{Pr,,gr)-62j(Po,go).13

5. Находим Хц

О = min I Рг
тш
р.>0

min ?

(f,i)6r.g-j>0 iii

базисных переменных6. Изменяем значения
— Ogij для (г, 7) 6 Т,

для г =
множества Т и таблицы Д. Воз-структуре

Хгз = ^^3

— 'Орг¬

7. Производим изменения в
можны три случая:

а) пусть О = / Pro» тогда
= о. Рг. = Р«- 2го = "О,qr„ = gOi

множество Т не меняется,
б) пусть 'fi = I ^

(го, /о) б G{po, go), тогда

(po, go) и T\(io,7o),
= 0o9« ,

таблица Д не меняется;
в) пусть о = ^iojo /

(го, /о) б G(pro, g'-*) ^
пол

(го,/о) Ф (Ро, до), тогда находим г'о такое, что
f = (pro, gr.) UT\(io, /о), т. е. базисная

и

агаем
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переменная, записанная ранее в Го-п строке таблицы Д переносптся в соот
ветствующую клетку множества Т; затем полагаем

Яго = $0;Йго = 0 2го = '&■

8. Преобразуем матрицу S. Матрица S преобразуется по «симплексным»
правилам. В качестве ключевого столбца используется вектор р. Обозначим
элемеиты этого столбца через Sro- В случае а) в качестве ключевой строки
используется го-я строка. Преобразованпе ведется по формулам;

рг» — Ро

^ГО Sj-gi
Гф Го,Srt — Sj-t

^rjO

^rtt
Srtt

В случае б) в качестве ключевой строки используется дополнительная
строка (sot), получаемая по формулам:

1  ̂/ i^rtPr^Soo = 1,
iZOJd r=l

если кг ф о,

biojo(Pr^.Qr), если кг = 0.

О,{Рг =

Преобразование ведется по формуле Srt = Srt — 5ro5of. В случае в) пре
образованпе ведется так же, как в случае б), а затем дополнительная (ну
левая) строка записывается вместо го-й строки.

9. Изменяем вектор w по формуле w — w — Ay, где у  = eS, а вектор
б = (бг) определяется в случаях а) ив) формулами:

о, если г Ф Го,
1, если г = Го,{

в случае б)
Рг

вг =
бго3о(р0, 5о)

Заметим, что при изменении вектора w используется уже измененная
матрица S. После выполнения и. 9 переходим снова  к п. 1.

ХЗыскажем некоторые замечания по поводу построения исходпого опор
ного плана и выбора значений А при улучшении плана. Очевидно, что вели
чину А можно представить в виде линейной функции от М, т. е. А = А' +
+ А"Л/, Будем при улучшении плана выбирать такое значение А > е, для
которого отношение — А' / А" достигает минимального значения. Если ис
ходный план нашей задачи был построен из оптимального
(3), то оптимальный план мы получим, как только обратятся в нулт> все
искусственные переменные. Этот способ выбора значений А был предложен
В. А. Машем.

плана задачи

ЛИТЕРАТУРА

1. К. В. К и м. Об использовании специфики условии задачи в методе улучшеппя
плана. Экономика жматем. методы, 1966, т. II, вып. 1.

2. Э. А. М у X а ч е в а. Транспортная задача па сети с доиолнптельпыми ограниче
ниями. Экономика и матем. методы, 1965, т. I, вып. 4.

Поступила в редакцию
4 X 1965



19 6 7

том III; пьш. 4
Э к о II о Л1 II к л

Н МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ

ОБ ОДНОМ ИТЕРАЦИОННОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
ЛИНЕЙНОГО И ВЫПУКЛОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

С. М. МОВШОВПЧ

(Москва)

Один из известных методов решоппя задач математического программп-
рования заключается в отыскапип безусловного
мума) некоторой специально выбранной функцип У(л;). Этот дгетод
называю? методом «штрафов», нлп методом «штрафных функции», так как
называют мсюди.г я в ’ „д исходной задачп математического

^огД™км.“ГвашГя^^.—“Гра их нарушение. Методу

"^"в1астТящей Работе ^ линейного и выпуклогоЬ настоящей раиихь ,<:тттгчпгть пешенпя исходной задачп и зада-
программировапия ^^^следу Этому вопросу посвящен раз-
чн на ^'"^'^'слсдуготея условия монотонности и скорость
дел 1 . Далее (разде. отыскания безусловного минимума функ-
сходимости одного процесса отыскания и j
щги^(:г). лтптрматического программирования. Необ-

1. Рассматривается задача \т^лп удовлетворяющий усло-
ходпмо отыскать вектор = (^i- ● ● ● . с it .
ипям . /_ч ^ 7,. (1)

минимизирующий функцшо (2)п
/(а:) —min.

.  „ /fa:) — скалярные функции, hi, i
Здесь gi{x), ^ = ^

-действительные задачу
Наряду с задачей (1;> \ ) у

минимума функции

отыскания безут● ● »

т

словного

(3)
^'(д;) =/(д:) + а

f=i

(4)где

гтбооефункдип Ф(0 п константы а > О из
выборе приближенное решение задачпПри соответствутвдем

решения задачи [о) \ /

Будем рассматривать Pf ™'pa3penimroH, если множество М —
Задача (1)-(2) мпусто н существует точка гг б Л/такая,

= {x:gi (х) ^ bi,ip 1. од’зпачпм также М, - {х : gi (а:) < !); + е,
что /(а:*) = min/(^)-●* ^ а-6^

(1)-(2).

8>0}-
Докаяшм сначала /^\

для оцлеммы, необходимые

фний задач (1)-(2) " ^ Д)-(2) разрешима, ункц

аГг/Глые и 1ущестеуег точка х

„атематвчсские методы. № 4

енки близости реше-

, = 1, . . .
такая, что gi{x^) < Ъи

ии gi{x), i
о

т.●  ● »
Экономика и8


