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РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ В СЛУЧАЕ СХЕМЫ
С ДВУМЯ ДИСПЕРСИЯМИ

В. А. КОЛЕМАЕВ

(Москва )

При расчете производственных функций в экономике  в качестве носи
телей информации выступают отдельные хозяйственные объекты, число
которых в пределах рассматриваемой отрасли или территории ограничено.
Для увеличения числа наблюдений в расчет вводят данные по каждому
объекту, взятые за ряд последовательных промежутков времени, при этом
необходимо скорректировать уравнение регрессии и принять во внимание
автокорреляцию погрешностей. Для случая известной матрицы автокорре
ляции разработан соответствующий математический аппарат (см., напри
мер, [1]). Если эта матрица неизвестна, то моншо применить метод мак
симума правдоподобия для некоторой конечной схемы. В частности, в дан
ной статье для сформулированной [выше ситуации предлагается следую
щая схема * с двумя дисперсиями

k

Vi, t — S 3. h',t — ̂ 3 I ®з',^>
i=l

Mhj = Mzj.t = 0; Dhj = Oo^ Dzj,t = a’; / = 1, .. .  , n; i = 1, . . ., Г,
где / — номер объеюта; t ~ время; yj,t, Xi,j,t — центрированные значения

З1/3. t = ̂ i S ̂ i.3,J = 0) зависимой переменной и факторов для На-
S'. < j.t ^
блюдепия (/, ^); — случайная составляющая, отражающая колеблемость
неучтенных факторов от объекта к объекту; Zj.t — остаточная случайная
составляющая- \

В дальнейшем предполагается, что выполнены все обычные для регрес
сионного анализа допущения (ем. [2]), а /ij, 8j,t, / = 1, . . . , тг, ^ = 1, . . . , Г,
взаимно независимы и распределены нормально. Вследствие независпмо-
сти матрица ковариаций имеет вид

ri| . . . I о 3^ -f- Oq“ Oq-

г = 11 Уз. t,r.rl (ТхТ)
о I . . . |Г Оо^ оз + 00="

Замечание. Если = О, то Г диагональпа и надо примсиять метод
наименьших квадратов. При а^ = 0 для параметров регрессии получаем
п{Т—4) обычных уравнений. Чтобы исключить этот выронщенный слу
чай, полагаем о^ > 0.

Переходя к основному изложению, укажем, что доказательство вспомо
гательных предложений вынесено в приложение.

* Если для каждого обт^екта имеется свое число наблюдепий, то суть выводов
сехранится, но формулы стапут более громоздкими.
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1. ТОЧЕЧНЫЕ ОЦЕНКИ

Сначала исследуем поведение оценок о^, сго^, найденных по невязкам
определенным по методу напменьпгах квадратов; затем эти оценки исполь
зуем для отысканпя параметров регрессии. Введез! обозначения
Г-^ = Их,3 . и У. t'll?

2  Iа
+ То\

^3. j'. г — *
, ] = i 1

i4=i\

= A~\ 4 = X*X=l(i,m)||, (i, = j. I

0“ -j- Tg<^
H  и0 r.f’

C = [1C,
i> t

3,

1У, ^] = S H <. <'

Z=||xm1I, 1= ih t), 7 = 1, ● ●
Здесь X* — транспонированная матрица.
Примепив метод максимума правдоподобия (выкладки

получим к уравнений для параметров регрессии

п,● }

приложении),в

(1)
S  Pi == [г/. "^1- m = 1, . - ч

и два уравнения для дисперсии

^ S * .Г — 1 S3
2,'. *' ’

, i¥‘ t'

(2)
  ̂ TT

nT{T-i) ^6? =

— S 3,i' j 1 > ● ● . ,n, i = 1,. ● ● .
2j. i = ?/i. t

и
Как известно [3, стр. 547],

эффективны. Система уравнении (1), .. решения затруднителен,
следовательных приближении, однако анализ полученных на
В связи с этим исследуем оценки 5^, Зо g этом случае, как из-
основе оценок р,- по методу наименьших квадр
вестно (см. например, [1])>

3

РГ 1 1.1

П.1

Yn,T

(3)
Р = {Х^ху^ Х'Г = CX'Y, У =

МУ + Х(Р-Р) = (^-^^^'П^-^^) =
^М{Е-ХСХ‘)Ш'{Е-ХСХ-) =*  MZZ'

поэтому Z — у — Хр — Y —
= {Е — ХСХ^)1.

Прямой даетподсчет

* Здесь и далее употребляется общепринятое
fl, t^t'i

t=ht\^.г = Ю,

сокращение (спмвол Кронекера)

7  Экономика и математические методы, iN» i
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= {Е — XCX*)V{E — ХСХ*). Поскольку Т = о^Е Ga~e, где
.  . О 1 1 . - ● 1^1 ●

{Тх Т),е = ,  ej =
О 1 1 . ● . 1

то MZZ* = оЦЕ — ХСХ^)Е{Е-ХСХ^)~{-оЦЕ — ХСХ^)е(Е — ХСХ^) =
= оЦХ-ХСХ') + ОоЦе~ХСХ*е - еХСХ* ХСХ^еХСХ^),

COV (zj, tZj,t)== (ot,t—S

откуда

л+оо (i — S Xj, t^i, тп^т, j, t ^m, i, s^t, m
'  г, 7П, Sг,т

●)+S(2 )( 2X- (^i, j, I 4“ j, I r, sCj,7n^i, j, t ^m, r, s^i, j, I’I ■
r  t, m, s

Введем теперь условие, которое означает, что выборочные значения
факторов слабо коррелированы

t ^т, 3, I 2 i» I 3, 11

г, т, S

i^m\ m = 1,. . . ,/с. (3')
j> i 3, t 3. t

Лемма 1. Если, выполнено условие (3'), то

^M'2lb = a= + o„=
1 \О п

3.t
1 z' 1 \

2 ^3, t^3, г = + о
3, t¥^i' ■

Из леммы 1 вытекает, что оценки (2) с Zj,t = Z},t не имеют асимптоти
ческого смещения, что констатируется теоремой 1,  в формулировке кото
рой применяются обозначения

а^ = аЦ2); 6o^=.Oo^Z);

М
пТ{Т— 1) п )

1  ̂ 1
f zTi S ’a\Z) =

3,3- t
1 2

3i

Теорема 1. Если имеет место условие (3'), то при п
асимптотически не смещены.

В дальнейшем понадобятся следующие две леммы.
Лемма 2. Если а*^ — а^(|), Оо

пТ{Т - 1).

= <^оЧЕ), т'О

(4)

сх) оценки б^, бо^

— (со'‘ + Vci' + г (Г - 1) ■
Лемма 3. Если выполнено условие (3'), то при

стоятелъны.

Теорема 2. В условиях леммы 3 оценки |3г, найденные по уравнению (1)
с б , бо*, состоятельны.

Доказательство вытекает из леммы 3.
Таким образом, показано, что при достаточно большом п «хорошие»

оценки параметров а^, Сто^ могут быть получены в результате нулевого
приближения (чистый метод наименьших квадратов),
ров регрессии в результате первого приближения (метод максимума прав
доподобия с Г = Г(б^ бо").

●2

п{Т
1Л-*2 = 4^» (5)

оо оценки б^, бо^ со-п

а оцешш нарамет-

.. -J
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2. СРАВНЕНПЕ ОЦЕНОК НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ
И МАКСИМУМА ПРАВДОПОДОБИЯ

В [4] при достато-чно слабых ограничениях * показано, что оценкп да-
рам'бтров регрессии, найденньге по методу наименьпшх квадратов, являют
ся сюстоятельньшп и аспмптотпчес1Ш эффективными. Теорема 2 констати
рует состоятельность оценок первого приближения для схемы с двумя
дисперсиями, т. е. оценок максимума правдоподобия  с 9*, Оо^, найденными
по невязкам метода наименьпшх квадратов. В этом пункте будет показано,
что irpn определенных условиях предпочтительнее пользоваться оценками
первого приближения, поскольку последние учитывают специфику строе
ния корреляционной матрицы погрешностей.

Назадем корреляционные иматрпцы оценок по методу папменьпшх квад
ратов и ло методу максимума правдоподобия. Имеем  р =  поэтому
^  ̂ М(р - р)(Р - р)- = М{СХ*1){СХ*1У = СХ^ТХС^
= СХ* {о^Е + оо^е) ХС = .+ о,^СХ*еХС.

Аналогично для оценок по методу максимума правдоподобия Р =
= (ХТ-‘Х)-‘ХТ-‘Г (см. (1))

т = llTi,ml = мф-(3)(Р - РГ = (ZT-'Z)-I = 1\\ S
'● j. 1.1'

■гj, t ^ii t, i,l

l-l
— ^ i' it ^

■ 3, t
l  ji }, t

0 = ‘

Введем теперь условие, что выборочные значения осредненных по t
фа1«торов слабо коррелировапы

j. г ( S
'  3, t, г

X2  3* 3| i'
j.t, r

, 1фт; i,m = 1, ...rn, j, iXm, j, {'
i. U i'

(S')

Лемма 4. Если выполнены условия (3') и (5'), то главные члены разло
жений дисперсий по методу наименьших квадратов и первого приближе
ния имеют вид

1  '

i. t

6

\-1
(о2+Гро^^>) 4-0 (со);xf

г . j, tj
1 / C)Ф0^4-

1 4- TqoQ^la n

В формулировке леммы использованы обозначения

r(S = 1 —р, со = шах^2 J. М ^ ●
'  i '■ i *

Xii ,j, I
3, t

Поскольку

^S^i.3.() >0t
S ̂ г\ j, t — Xi, j, t

t t I

Из леммы 4 следует (при условия.х (3'), (5')) что оценки первого при
ближения параметров регресшш более эффективны, чем оценки по методу

* Погрешности наблюдений образуют стационарный процесс с неотрпцательной
спектральной плотностью, и наложены некоторые ограничения на характер связи
и роста регрессионных функций.

7*
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накменъпшх квадратов. Эти оценки имеют одинаковую эффективность
только в том случае, если отсутствует разброс наблюдений факторов по
каждому объекту. Понятно, что и те, и другие оценки вследствие очевидно

го условия 2 3, i
3. i

Теперь покажем целесообразность применения схемы  с двумя диспер
сиями. Во введении указывалось, что потребность в та2^ой схеме возникает,
когда число объектов ограничено и число наблюдений можно увеличить
только при неоднократном наблюдении за каждым объектом. Будем срав
нивать эффективность оценок, полученных по осредиеиным по t факторам
и без такого осреднения. В первом случае имеем обычную схему с одной

дисперсией / Т) для наблюдений хи, . ..,

при пТ аспдштотически эффективны.со со

(^)l'з,а

7 = 1, ..., тг, во втором случае — схему с двумя дисперспялш со^ и на
блюдениями Xi

Имеем (В первом случае

D^i =

■ ■ , , 7 = 1,..., тг, ^ = 1, ..., Г..i.h ●

ч2-)-1з\ .. i ~ ^ 3 f S-f— Ci i. j. ti, г
L  -1 \ /\ ●* J

где

С = ||й = A Л = X 3 = ^i, j, t', m m, J

I3

Поскольку

гЩ ^г, j, t j, i»
j. t3  t

TO D^{ ^ пр,- ^ DPi.
Таким образом, введение дополнительных наблюдений за каждым объ

ектом увеличивает эффективность, даже если применять метод наимень
ших квадратов; эффеетивность возрастает при использовании метода мак
симума правдоподобия первого приближения.

3. ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ

Будем предполагать, что 9^, Оо* — результат нулевого приближения,
а pi — первого. По нашему мнению, необходимо проверить три серии ги
потез.

1) В рамках модели гипотеза Ио = 0.
Для ее проверки воспользуемся предложенным в [5, стр. 362] спосо

бом испытания независимости двух нормальных случайных величин. Роль
наблюдений будут играть Zj, ,, Zj, т-,, t = i, . . .,Tt, где

Т/2, Т = 21,
Т

(Г-1)/2, Т = 21 + 1,
г^

тогда оценка коэффициента корреляции примет вид
-V»

2 ;, t Zj, T—t
i.t 3. t 3. t

В случае Oo^ = 0, согласно [5], величина

т= YпТ, — 2

распределена по закону Стыодента с {пТх — 2) степенями свободы.



г

101регрессионный анализ в случае СХЕ5МЫ с ДВУМЯ ДИСПЕРСИЯМИ

Итак (Та — а-квантиль распределения Стыодента), если 1т|<Тв —
гипотеза принимается, если [т То — гипотеза отвергается.

Понятно, что ут^азанная процедура верна только асимптотически вслед
ствие свойств Zj,t.

2) В нредположенпи Оо^ = О проверяется обычный для метода наимень-
пшх квадратов [2] ко'мплекс гипотез о значимости уравнения в целом и
отдельных его коэффициентов.

3) Случай Оо^ > 0.
Сначала преобразуем X QX, Y QY, которое приводит Г к диаго¬

нальному виду
(6)'Q*VQ =

Учитывая структуру Г, будем искать Q в виде
а Ь ‘ Ъ
Ъ а ● ●

Q, . . . о
●  ̂Q (Г X Т). =

о I . . . IQ; Ь Ь а

Из (6) получаем два соотношения для а, Ь (выбираем такие корни, для
которых Q~^E при 00^ 0)

а
= — (Г - 1 + v“) - V /г + = а »Ъ

(r + 2v® + 2vl/v^+Г).1Ь

ВыполнЕв преобразование, необходимо произвести проверку обычного
коьшлекса гипотез (т. е. проверит^ адекватность уравнения и значимость
коэффициентов).

4. ИНТЕРВАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ

Найдем асимптотические доверительные интервалы для параметров.
Как пой^азано выше, хорошплш приближениями к а^, Оо^ являются оценки
0^, в условиях леммы 3 пли оценки (4) при. достаточном числе итера
ций. Итак, приняв оценки за истинные значения, находим *

(7)М(1 - Р) (Р - Р*) = (ХТ-‘Х)-‘ = o”G.

С вероятностью 1—2а, р,-— i <С Pi <С "Ь.Таким образом,
+  i. и а — а-квантиль стандартного нормального распределения.

Выпишем доверительные интервалы для Оо^, опираясь на лемму 2,
в предпрложении, что имело место достаточное число итераций

< бЗ + f/a

Jo’’ - f < cfo^ + С/,

Dc*^, D0O*® находим по формулам (5) с
Используя (7), получаем доверительный интервал для уравнения

регрессии

●2
бо.

б^ = б^.

k

“l/SУ  i. п/.S
у — С/аО gi, m^i^m igi, тп

i=l

и = *

* Здесь применяется матричное выражение для решения уравнения (В S —
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В заключение можно сказать, что приведенные результаты, по-видимо
му, могут быть усилены и уточнены, а условия — ослаблены.

ПРИЛОЖЕНИЕ

1. Оценки максимума правдоподобия. Вначале найдем определитель и
матрицу, обратную к Г.

Имеем det Г == П det Fj = Д" {Т). Поскольку

^0^А(Г) = = о^А{Т - 1) 4- бМ {Т - 1),
бл®о

где

бо^ бо^ бо“

бо^ б^ -f- бо" бо^Д(Г) = = бМ(7’ — 1)= б20’-1)<з^2^

●  ● ● б^ + ба^

то detr = Д^(7’) = [а"(^-‘)(а= Гоо")]".
Нетрудно непосредственно найти

бо^ бо"

IV ● ● ● О
гг^

I  А гг-1 =
*  А 71О

Д(Г-1)/Д(Г)-Д(7’-1)/Д(Г) . . .

-Д(Г-1)/Д(Г)-Д(Г-1)/Д(Г) . - . Л(7' —1)/Д(Г)
так что

14= i\

1^Г, t=ht\

0.
бо^

— II г II» — б^(б^+ад’<

б^-|-(Г-1)бо^ 1 = г,

Выпишем теперь логарифм функции правдоподобия

lnL = V2[ln (det Г) + (Г — Хр)*Г-4У — Хр)] = Г(^).

Оценки находим, как обычно, из условия дГ/д^ = Х*Г~*(У — ЙГр) -f
-f (У — А'р*Г“^Х) = О, откуда — Х'Г"‘У, или в обычных обозна¬
чениях

Зг t'^jy t. У, V ^т, У, i') Pi =S( s
i 3,i,y,i'

1, .. ., A.2  3’ ^ i'> ^'УУу t'r ^ —
3y t. y. V
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Для получения оцепмч а“, сто^ придется воспользоваться конкретным
видом выражения логарифма ф^снкцпи правдоподобия

^(п1п[з2(т-1)(а24- Гсзо')] -I2 I -\- Tsq- j, I

^0 ^ 3 .
j.t^r ’б- + Гб о

Замошш переменные: и = а ^ у = (н" + Гоо^) Тогда

г; + (Т-1)ц1 34«-■^(п,г?) — n\nu'^~'^v -\~ Т2
■}, t

и —V SТ
3. tv* с

Поскольку якобиан этого преобразования
выписать следуюпще уравнения для оценок

ЪА?г(Г — 1) Т! —1дТ— 2 3.«ди п

отличен от нуля, то можно

1
3 '^3. <^з'.

j.

3  1'~

 7’

h г=?ь t'

3. <

1+ 4S4< +ar— 2 Т ..Эи
3. t

откуда
11  1 1

) -) ’ гV(S4i- 3 ^зМ^з'.
3.

3
3. i# t'

пТ Г - 1 . пГU. 5.«

или в первоначальных обозначениях

1
3 ^3. i^3‘. <'i

3.
б„^ =О

-  /гГ{Г-1).

^  ̂ 24. 1
3 ^3.<2j. {']●

3.

Доказательство леммы 1. В силу условий леммы

О)
6“ = Г —1пТ L

3, i

-1
(Ог + о (ш), i = т,

1фт,о((о), (5 ’0)i =0) = max С0{1с,-г >,т —

поэтому имеем

YjmYjA.i =оЦпТ -к) + ао'‘
3^t,3,i^m,358 4*пТ

3.t.si.m

=  {пТ - fc) + (Го^ (пТ — ^
\2'

i,h t,sr, j,l i,m,s

L = 0^ {nT — h) ~\~+
i.i',3ir.<,< 8, 8'

o{(£>) — 0^ {nT — /с) + Oo {nT + Б1) + o((0)4“ Oq^ nT
i.3.<.8

L
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И аналогично

Iм СГ0= пТ{Т-\)-— о
bt¥^i' 3,t¥=t'i,in

L ^
t,r,ijit' i,m,s

— 1) —

^m,r,s^i,m^i,j,t j ^

E=

X

(.£X
i,m,s

2(Г-1) ^
’●i' r,s, s'

E
+ 0 («) = oMs + a, 2 [nr (Г — 1) + 5a]

Коши — Буняковского (см., например,

о (со).I

Вследствие неравенства
[6, стр. 24])

Е £ 4i.,,
;.<iS hi

L Ш^i',r,s’^i,r,s ^ ̂ r? ●
r,8,s' s

поэтому |Si| ^kT, \A2\
ма доказана.

Доказательство л е м м ы 2. Пр

|В2|<2(Г-1)Г + к^Т\ п лем-

ежде всего находим
Г,ё г,в' —

(1 + 26j.,-)ao* + [6*,,. + 6(.i' + б/,г (б,., -|- di,,> + б;',з + 6i',5')](To^a^ +
+ {(l~6j,r)6,^«. + 6i.4(l-6u)6,,,.6,...+ (1 — 6,.,.) б,..6

+ (1 6j.i')6|,s'6(-.a + 36i,s6/,i'6s,s'])a\
'+( '.s (8)

Используя (8), получаем
г I 2 ^М

(1 +
2 \= п^Г2 1 +~п -I ,пТ )L \

1
Г Е г / 4

1+^)
М = п2Г2 сго^ + 1 + ао2о2r,Sbf,S*г— пГJ,r,f,S7E=S'

(r-i)V Е
J,r,<7fei',S5iS'

Г / Р
= п2Г2 1 + i.L \ П

4 2
<7о^ + пТ + пТ (Т — 1)

поэтому
1 (ЕDal^ = — Оо^ =п-Т^{Т — 1 )

\
Ос^о2 4-

«7’ (?
Аналогично

1*2Z)a
п(Г-1)
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Доказательство леммы 3. По условию (3')

i  iijiJi

при этом использовано обозначение со^ = x^j^tj .

zut = yut -

Имеем

^Tta^ris’ ~

ht

i -V ZM (Oo^)^ = п^ТЦТ — i)

У', {lj,t — ^J,() X

j,r,<?bt',8?bS'

1
n^T^^T^iy-

X (lr,3- - Л,„.) + 0 (и).

Чтобы не приводить громоздких выкладок, выполним оценку только од^
в лемме 2),ного из 16 членов этой суммы (еще один ее член вьгчпслен

оцеш«а остальных проводится подобным же образом. Итак,

Z Z
J,r,<=T*C,57b8' z . ^ {(1+26j,,)ao* +[б8,з' + 6(,(' +

a^ +8.s'
+ ̂ i,r(6i„s4- S,„3' +6(',3 + X X I

+ (1 — 6(„s6r,3 + ~ ̂ s,s') Sii,5'Ot',8 +

+ nTW^^ + 0 {Г-)] ^0

+ ̂ j,r [(1 — ^tus) s,s'

'6s,s']o4 -= [?гТ^0+ 36j„s6 tui

При этом использовался лишь один факт
Er.s' “^ЪулЛзЛ''

Из последнего равенства получаем
1 Zп^Т’^{Т - 1)2 лг,г?=г,5?&8'

;  t
\ п J(  ̂ \I пТ = О+ 0

2’пL

сомножителями А, апалогич-Остальные 14 сумм, содержащих члены с _
Еым образом получают такую же оценку 0{1/^)- теперь р
зультаты лемм 1 и 2, имеем окончательно Da^ =0{1/п-). одооным
образом Do2 = 0(1/п). '

Доказательство
найдем главные члены разложения ^i,i (напоминаем

помощью условия4. Вначале слемм ы (3')

-1

r-Z(Z
о i

= c?2ci,i + а^У ^

Р = 0)i
и‘.<

Щ (fy^ + ‘^o^2’p).Yi,i

Перейдем теперь к нахождению главных членов разложенпя у;,1. Преж
де всего докажем, что норма матрицы Ф = 0ОХ еХ меньше единицы. Вслед-
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ствие условий (3'), (5') матрица Ф = ||(pi,mll имеет структуру

%,г = 0 £ £(£ Xi^^i,i вТi.j.t р;
t3

Tj E (Hi ® '
t

q>i,m
l.3,Ut'

0cOi
3

причем
\ /£(£ £03 CDi 0.Фг,тФт,г ^ X

m-iitt j/  .
I t}

Имеем
ft —1

/И = с1еЬ(Ф-^Л1«р(ф;,;-Х)-^£ Фт,г ПФг if’,m
i—1 m>i

И пусть <pi,i q>2.2 ^ ^ (этого можно добиться перенумерацией),
l^i,mг

тогда
ft —1

££/(0) = Пфt Ч>1,1 = [1 — 0 (соЗ)] > о,Фi,mфIn,iii
г ' 1^г, тг=1 т >1

И
ft

Фг,пгФт1г (ф^/(Фм) = — ,г-фм)<0.
7П=2

Таким образом, матрица Ф имеет собственное значение Л, (О ^ А- <!
< Ф1.1 1), тем самым норма матрицы Ф меньше единицы.

Теперь, согласно леммам 2,3, ст^, оо^ = ав“; =
= о^{Х*Х-еХ^еХ)-^ = а^[Х*Х{Е-дСХ'еХ)]-^ = оЦЕ—Ф)~^С.

Поскольку норма Ф меньше единицы, то согласно теореме 8 работы
[6, стр, 126]

(.& — Ф)-‘ = £: + Ф + ФМ- ● ●

^ = о^[С + QCX*eXC + дЦСХ^еХуС + . . .].
Применяя (3'), (5'), получаем

● ?

поэтому

=  + 8 ^ с.y.^i= е-

\2
щ [цЗ + аЮ Тр(1 + дТр-\-. . . )]^цз + ●●●^Ui,t

t3

оЧТр \
i^QTp]

( цз +03 +(Oi = COi 1 + Tq<3^j^ J
Лемма доказана.
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